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Аннотация
Сформулирован метод аналитического решения плоской задачи теории вязкоупругости о
напряжённо-деформированном состоянии бесконечно протяжённого вязкоупругого тела, в котором
имеется круговое вязкоупругое включение с другими свойствами, когда на бесконечности заданы на-
пряжения, при конечных деформациях. Материалы в задаче считаются сжимаемыми, их механические
свойства описываются определяющими соотношениями, обобщающими на случай вязкоупругости со-
отношения для потенциала Мурнагана. При решении используются метод малого параметра, метод
интегральных преобразований Лапласа и комплексные потенциалы Колосова-Мусхелишвили. На ос-
нове полученного решения проведён анализ распределения напряжений в различные моменты времени.
Ключевые слова: теория вязкоупругости, плоская задача, вязкоупругое включение, аналитиче-
ское решение, комплексные потенциалы, компьютерная алгебра, конечные деформации, геометриче-
ская нелинейность.
Summary
The method of the analytical solution is formulated and the algorithm is developed for a specific plane
problem of the theory of viscoelasticity. This is the problem of the stress-strain state in infinitely extended
body with circular viscoelastic inclusion when the stresses at infinity are fixed at finite strains. Materials in
the problem are considered compressible. Their mechanical properties are described by defining relations,
generalizing the case of viscoelasticity relation for potential Murnaghan. Solution uses perturbation
technique, Laplace transform and complex Kolosov-Muskhelishvili potentials. The stress distribution in
different times is analyzed on the basis of the obtained solution.
Key words: theory of viscoelasticity, plane problem, viscoelastic inclusion, analytical solution, complex
potentials, computer algebra, finite strain, geometric nonlinearity.
1. Постановка задачи.
Исследуется напряжённо-деформированное состояние бесконечно протяжённого вязкоупругого тела
(матрицы), в котором имеется круговое вязкоупругое включение с другими свойствами, когда на беско-
нечности заданы напряжения. Эта задача решается в квазистатической постановке при конечных плоских
деформациях. Материалы матрицы и включения считаются сжимаемыми. Предполагается, что на грани-
це между включением и матрицей выполнены условия идеального контакта — условия непрерывности
вектора перемещений и вектора нормальных напряжений. Требуется решить задачу о квазистатическом
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деформировании тела при заданных напряжениях на бесконечности. Считается, что напряжения остаются
ограниченными при стремлении к бесконечности. При таком условии решение соответствующей линейной
вязкоупругой задачи будет единственным. Рассматривается общий случай, когда на бесконечности к телу
прикладываются нормальные и касательные нагрузки.
В качестве математической модели вязкоупругой среды используется модель стандартного линейно-
го вязкоупругого тела, обобщенная на случай конечных деформаций. Это частный случай более общих
моделей, описанных ранее в [5, 6, 8, 13].
Здесь и в дальнейшем индексом M отмечаются величины, относящиеся к матрице, а индексом B
– к включению. Если индексы не указаны, то выражения относятся как к матрице, так и к включению.
Система координат выбрана таким образом, чтобы направления нагружения совпали с осями декартовой
системы координат x и y , а начало координат совпало с центром включения.
Математическая постановка задачи описывается в координатах недеформированного состояния. Да-
лее использованы следующие обозначения: u — вектор перемещений, Ψ — аффинор деформаций,
0
E —
тензор деформаций Грина,
0
Σ — тензор напряжений Пиолы–Кирхгофа второго рода, σ — тензор истин-
ных напряжений,
0
∇ — градиент, I — единичный тензор,
0
N — нормаль к исходной границе включения.
Уравнение равновесия имеет вид
0
∇ ·
[
0
Σ ·Ψ
]
= 0, (1)
здесь
0
Σ =
(
1 + ∆
)
Ψ∗−1 · σ ·Ψ−1. (2)
Закон вязкоупругости записывается в форме:
0
Σ(t) =
t∫
−∞
λ(t− τ)

∂
0
E(τ)
∂τ
: I

 Idτ + 2
t∫
−∞
G(t− τ)
∂
0
E(τ)
∂τ
dτ, (3)
здесь ядра релаксации λ – объёмное и G – сдвиговое
λ(t) = λ0 + λ1e
−αt, G(t) = G0 +G1e
−βt. (4)
Модули λi и Gi при i = 0, 1 , а также α и β могут принимать различные значения в матрице и во вклю-
чении.
Кинематические соотношения имеют вид
0
E =
1
2
(Ψ ·Ψ∗ − I) , Ψ = I +
0
∇u. (5)
В постановку задачи входят также условия на бесконечности
σM |∞ = σ
∞
M , (6)
а также условия непрерывности вектора перемещений u и вектора нормальных напряжений
0
N ·
0
Σ ·Ψ на
границе матрицы и включения
0
N ·
0
ΣM ·ΨM |Γ =
0
N ·
0
ΣB ·ΨB|Γ,
uM |Γ = uB|Γ .
(7)
2. Метод решения.
Для решения задачи применяется метод возмущений (малого параметра). Выбирается малый пара-
метр µ в виде
µ = maxi,j
∣∣∣ 0Σ∞ij
∣∣∣/GM0 (8)
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и для всех величин, входящих в постановку задачи, записывается разложение в ряд по этому параметру.
Например, для вектора перемещений u такое разложение может быть записано в форме
u = u(0) + u(1) + . . . , u(j) ∼ µj+1. (9)
В результате решение нелинейной задачи сводится к последовательному решению линеаризованных
задач.
Решение линеаризованной задачи для каждого приближения определяется методом Колосова–
Мусхелишвили [3,4,12] с использованием алгоритмов, изложенных в [3,10,11,16]. При решении исполь-
зуется метод интегральных преобразований Лапласа [1, 5, 9]. Для внешней нагрузки и ядер релаксации
используем их функции в изображениях. Комплексные потенциалы определяются в виде отрезков рядов
Лорана по степеням z = x + iy = reiϑ . Методика решения из [14] обобщена на случай нормальных и
касательных нагрузок.
ϕM (z) =
p+ q
4
∞∑
k=−1
a
(0)
k z
−k, ψM (z) =
q − p+ 2is
2
∞∑
k=−1
b
(0)
k z
−k,
ϕB(z) =
p+ q
4
∞∑
k=0
c
(0)
k z
k, ψB(z) =
q − p+ 2is
2
∞∑
k=0
d
(0)
k z
k.
(10)
Формулы (10) относятся к нулевому приближению. Здесь p , q – нормальные напряжения на бесконеч-
ности, s – касательные напряжения на бесконечности.
Подставляя потенциалы, представленные в виде рядов, в граничные условия (условия на бесконечно-
сти и условия идеального контакта), получаем систему линейных алгебраических уравнений для нахожде-
ния выражений для коэффициентов рядов через изображения нагрузок и ядер релаксации. Большинство
коэффициентов получаются нулевыми. Принимая радиус включения равным R , имеем следующие выра-
жения в изображениях для ненулевых коэффициентов:
a
(0)
1 =
2R2 (p− q + 2s) (GM −GB)
(p+ q) (GM +GBκM )
,
b
(0)
1 =
R2 (p+ q) (p− q + 2s) (GB (κM − 1)−GM (κB − 1))(
(p− q)2 + 4s2
)
(2GB +GM (κB − 1))
,
b
(0)
3 =
R4
(
(p− q)
2
+ 4s (p− q − s)
)
(GB −GM )(
(p− q)
2
+ 4s2
)
(GM +GBκM )
,
c
(0)
1 =
GB (κM + 1)
2GB +GM (κB − 1)
,
d
(0)
1 =
GB (κM + 1)
GM +GBκM
.
(11)
Отметим, что можно ограничиться в суммах (10) конечным числом слагаемых до k = 3 включительно
без потери точности, поскольку коэффициенты при старших степенях z будут нулевыми.
Выражения, связывающие потенциалы с напряжениями и перемещениями впервые получены Г.В. Ко-
лосовым [4, 7, 12].
Для первого приближения используется алгоритм нахождения решения из [10,11]. Отличие заключа-
ется в том, что в [10, 11] с помощью этого алгоритма решены задачи для нелинейно-упругих материалов,
а в данной работе - для вязкоупругих, и решение зависит от времени. Величины, определяемые из ну-
левого приближения, входят в алгоритм в виде функций пространственных координат и времени. Для
первого приближения, как и для нулевого, применяется преобразование Лапласа, чтобы решить задачу
в изображениях. Используя комплексные потенциалы по аналогии с нулевым приближением, получаем
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выражения в изображениях для напряжений и перемещений. Применяя обратное преобразование Ла-
пласа, находим решение в оригиналах.
Решение найдено в аналитической форме, но учитывая громоздкость выражений, ограничимся только
численными результатами.
3. Результаты расчётов.
Для решения задачи было разработано программное обеспечение в среде системы компьютерной ал-
гебрыMaple [2]. Были вычислены первые два приближения.
Были выполнены расчёты при следующих значениях вязкоупругих констант: αM = βM = αB = βB ,
λM0 /G
M
0 = 1.5 , λ
M
1 /G
M
0 = 14 , G
M
1 /G
M
0 = 4 , λ
B
0 /G
M
0 = 15 , λ
B
1 /G
M
0 = 140 , G
B
0 /G
M
0 = 10 ,
GB1 /G
M
0 = 40 . В данном случае включение более жёсткое, чем матрица. На бесконечности в момент
tαM = 0 одновременно прикладываются нагрузки величины 0.05GM0 : растягивающая вдоль оси x и сжи-
мающая вдоль оси y.
Рис. 1: Распределение напряжений
0
Σ11 и
0
Σ22 вдоль оси x в момент времени tαM = 0
На рис. 1–2 показано распределение напряжений
0
Σ11 и
0
Σ22 вдоль оси x в моменты времени t = 0
и t = 30 . На рис. 3 представлен график изменения напряжений со временем вблизи центра включе-
ния. Сплошная линия на графиках соответствует линейному решению, пунктирная – решению с учё-
том нелинейных эффектов. Поправка от учёта нелинейных эффектов для компонент тензора напряже-
ний не превосходит 42%, а для вектора перемещений (на рисунках не показано) – 5%. Напряжённо-
деформированное состояние включения в нулевом приближении однородно, что согласуется с результа-
тами решения задачи об упругом включении в упругой среде в линейной задаче [15].
4. Заключение.
Разработаны метод, алгоритм и программное обеспечение для приближённого аналитического реше-
ния плоской задачи о квазистатическом деформировании бесконечно протяжённого вязкоупругого тела с
круговым вязкоупругим включением при заданных напряжениях на бесконечности при конечных дефор-
мациях. Исследовано распределение напряжений в различные моменты времени.
Результаты решения этой задачи могут быть использованы при расчёте на прочность композиционных
материалов с наноразмерными частицами наполнителя, а также для анализа и верификации существую-
щих численных решений аналогичной задачи. Дана оценка нелинейных эффектов, исследовано изменение
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Рис. 2: Распределение напряжений
0
Σ11 и
0
Σ22 вдоль оси x в момент времени tαM = 30
Рис. 3: Изменение напряжений
0
Σ11 и
0
Σ22 в точке (x, y) = (0, 0) в координатах недеформированного
состояния
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напряжённо-деформированного состояния с течением времени.
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